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Enrico Fermi
Born: 29 September 1901 in Rome, 

Italy 
Died: 28 November 1954 in Chicago, 

Illinois, USA
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Hence,

δλ lim⎯ →⎯ ∞ 1
π

δλ f (t)cosnδλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
1

∞

∑⎧
⎨
⎩⎪

⎫
⎬
⎭⎪
= 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ
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Hence,

δλ lim⎯ →⎯ ∞ 1
π

δλ f (t)cosnδλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
1

∞

∑⎧
⎨
⎩⎪

⎫
⎬
⎭⎪
= 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

W .k.that, δλ lim⎯ →⎯ ∞ F nδλ( )
n=1

∞

∑ = F λ( )
0

∞

∫ dλ
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Hence,

δλ lim⎯ →⎯ ∞ 1
π

δλ f (t)cosnδλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
1

∞

∑⎧
⎨
⎩⎪

⎫
⎬
⎭⎪
= 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

W .k.that, δλ lim⎯ →⎯ ∞ F nδλ( )
n=1

∞

∑ = F λ( )
0

∞

∫ dλ

f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ
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Hence,

δλ lim⎯ →⎯ ∞ 1
π

δλ f (t)cosnδλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
1

∞

∑⎧
⎨
⎩⎪

⎫
⎬
⎭⎪
= 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

W .k.that, δλ lim⎯ →⎯ ∞ F nδλ( )
n=1

∞

∑ = F λ( )
0

∞

∫ dλ

f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Which is the Fourier Integral  of the function f(x) 
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f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ
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f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

=

1
π

f (t)cosλt cosλx
−∞

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ +

1
π

f (t)sinλt sinλx
−∞

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
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If f(x) is an odd function

f (x) = 2
π

f (t)sinλt sinλx
0

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ
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If f(x) is an odd function

f (x) = 2
π

f (t)sinλt sinλx
0

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ

is the Fourier Sine Integral of f(x) 
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If f(x) is an odd function

f (x) = 2
π

f (t)sinλt sinλx
0

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ

is the Fourier Sine Integral of f(x) 

If f(x) is an even function
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If f(x) is an odd function

f (x) = 2
π

f (t)sinλt sinλx
0

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ

is the Fourier Sine Integral of f(x) 

If f(x) is an even function

f (x) = 2
π

f (t)cosλt cosλx
0

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ
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If f(x) is an odd function

f (x) = 2
π

f (t)sinλt sinλx
0

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ

is the Fourier Sine Integral of f(x) 

If f(x) is an even function

f (x) = 2
π

f (t)cosλt cosλx
0

∞

∫
λ=0

∞

∫ dt dλ

is the Fourier Cosine Integral of f(x) 
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F(x) = 1
π

A λ( )cosλx + B λ( )sinλx{ }
λ=0

∞

∫ dλ

General Fourier  integral representation 
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F(x) = 1
π

A λ( )cosλx + B λ( )sinλx{ }
λ=0

∞

∫ dλ

General Fourier  integral representation 
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F(x) = 1
π

A λ( )cosλx + B λ( )sinλx{ }
λ=0

∞

∫ dλ

General Fourier  integral representation 
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F(x) = 1
π

A λ( )cosλx + B λ( )sinλx{ }
λ=0

∞

∫ dλ

General Fourier  integral representation 

f t( )
−∞

∞

∫ cosλt dt
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F(x) = 1
π

A λ( )cosλx + B λ( )sinλx{ }
λ=0

∞

∫ dλ

General Fourier  integral representation 

f t( )
−∞

∞

∫ cosλt dt
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F(x) = 1
π

A λ( )cosλx + B λ( )sinλx{ }
λ=0

∞

∫ dλ

General Fourier  integral representation 

f t( )
−∞

∞

∫ cosλt dt
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F(x) = 1
π

A λ( )cosλx + B λ( )sinλx{ }
λ=0

∞

∫ dλ

General Fourier  integral representation 

f t( )
−∞

∞

∫ cosλt dt

f t( )
−∞

∞

∫ sinλt dt
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Problems of finding the Fourier integrals

1) Find the Fourier Integral of f (x) =
1 x <1
0 otherwise

⎧
⎨
⎩

Now, f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt = 0dt +
−∞

−1

∫ cosλ t − x( )
−1

1

∫ dt + 0
1

∞

∫ dt

=
sinλ t − x( )

λ t=−1

t=1

= 1
λ
sinλ 1− x( )− sinλ −1− x( )( )

= 1
λ
sinλ 1− x( )+ sinλ 1+ x( )( ) = 2sinλ cosλxλ
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Problems of finding the Fourier integrals

1) Find the Fourier Integral of f (x) =
1 x <1
0 otherwise

⎧
⎨
⎩

f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Now, f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt = 0dt +
−∞

−1

∫ cosλ t − x( )
−1

1

∫ dt + 0
1

∞

∫ dt

=
sinλ t − x( )

λ t=−1

t=1

= 1
λ
sinλ 1− x( )− sinλ −1− x( )( )

= 1
λ
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f (x) = 2
π

sinλ cosλx
λ

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥λ=0

∞

∫ dλ
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f (x) = 2
π

sinλ cosλx
λ

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥λ=0

∞

∫ dλ

Therefore sinλ cosλx
λ

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥λ=0

∞

∫ dλ =
π
2

x <1

0 otherwise

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
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f (x) = 2
π

sinλ cosλx
λ

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥λ=0

∞

∫ dλ

Therefore sinλ cosλx
λ

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥λ=0

∞

∫ dλ =
π
2

x <1

0 otherwise

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

Hence sinλ
λ

⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥λ=0

∞

∫ dλ = π
2
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1a) Find the Fourier sine integral of f (x) =
1 0≤ x ≤ π
0 x>π

⎧
⎨
⎩

and hence show that sin x
x0

∞

∫ dx = π
2
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2) Find the Fourier Integral of f (x) =
1− x2 x ≤1
0 otherwise

⎧
⎨
⎩⎪
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2) Find the Fourier Integral of f (x) =
1− x2 x ≤1
0 otherwise

⎧
⎨
⎩⎪

f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ
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2) Find the Fourier Integral of f (x) =
1− x2 x ≤1
0 otherwise

⎧
⎨
⎩⎪

f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Now, f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt = 1− x2( )cosλ t − x( )
−1

1

∫ dt
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2) Find the Fourier Integral of f (x) =
1− x2 x ≤1
0 otherwise

⎧
⎨
⎩⎪

f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Now, f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt = 1− x2( )cosλ t − x( )
−1

1

∫ dt

= 1− t 2( )d sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟−1

1

∫ dt
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2) Find the Fourier Integral of f (x) =
1− x2 x ≤1
0 otherwise

⎧
⎨
⎩⎪

f (x) = 1
π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Now, f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt = 1− x2( )cosλ t − x( )
−1

1

∫ dt

= 1− t 2( )d sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟−1

1

∫ dt

= 1− t 2( ) sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −2t( ) −

cosλ t − x( )
λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ −2( ) sinλ t − x( )

λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
t=−1

t=1
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= 1− t 2( ) sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −2t( ) −

cosλ t − x( )
λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ −2( ) sinλ t − x( )

λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
t=−1

t=1



       Lecture delivered during the Teachers Enrichment Workshop held at IMSC 
between 26th November to 1st December 2018. 

= 1− t 2( ) sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −2t( ) −

cosλ t − x( )
λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ −2( ) sinλ t − x( )

λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
t=−1

t=1

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ −1− x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )− sinλ −1− x( )( )
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= 1− t 2( ) sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −2t( ) −

cosλ t − x( )
λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ −2( ) sinλ t − x( )

λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
t=−1

t=1

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ −1− x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )− sinλ −1− x( )( )

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ 1+ x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )+ sinλ 1+ x( )( )
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= 1− t 2( ) sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −2t( ) −

cosλ t − x( )
λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ −2( ) sinλ t − x( )

λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
t=−1

t=1

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ −1− x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )− sinλ −1− x( )( )

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ 1+ x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )+ sinλ 1+ x( )( )

= 2
λ 2 2cosλ cosλx( )− 2

λ 3 2sinλ cosλx( )
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= 1− t 2( ) sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −2t( ) −

cosλ t − x( )
λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ −2( ) sinλ t − x( )

λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
t=−1

t=1

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ −1− x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )− sinλ −1− x( )( )

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ 1+ x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )+ sinλ 1+ x( )( )

= 2
λ 2 2cosλ cosλx( )− 2

λ 3 2sinλ cosλx( )

= 4
λ 3 λ cosλ − sinλ( )cosλx
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= 1− t 2( ) sinλ t − x( )
λ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
− −2t( ) −

cosλ t − x( )
λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ −2( ) sinλ t − x( )

λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
t=−1

t=1

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ −1− x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )− sinλ −1− x( )( )

= 2
λ 2 −cosλ 1− x( )+ cosλ 1+ x( )( )− 2

λ 3 sinλ 1− x( )+ sinλ 1+ x( )( )

= 2
λ 2 2cosλ cosλx( )− 2

λ 3 2sinλ cosλx( )

= 4
λ 3 λ cosλ − sinλ( )cosλx

∴ f (x) = 4
π

λ cosλ − sinλ( )cosλx
λ 3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟λ=0

∞

∫ dλ
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0
Cosine integral
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0

f (x) = 2
π

f (t)cosλt cosλx
0

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Cosine integral
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0

f (x) = 2
π

f (t)cosλt cosλx
0

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Cosine integral

= 2
π

f (t)cosλt
0

∞

∫ dt
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟λ=0

∞

∫ cosλx dλ
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0

f (x) = 2
π

f (t)cosλt cosλx
0

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Cosine integral

= 2
π

f (t)cosλt
0

∞

∫ dt
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟λ=0

∞

∫ cosλx dλ

Now, f (t)cosλt
0

∞

∫ dt = e−αt cosλt
0

∞

∫ dt
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0

f (x) = 2
π

f (t)cosλt cosλx
0

∞

∫ dt
λ=0

∞
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Cosine integral

= 2
π

f (t)cosλt
0

∞

∫ dt
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟λ=0

∞

∫ cosλx dλ

Now, f (t)cosλt
0

∞

∫ dt = e−αt cosλt
0

∞

∫ dt
W .k.t, e− st f t( )

0

∞

∫ dt = L f t( ){ }
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0

f (x) = 2
π
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∞
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Cosine integral
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0

∞

∫ dt = e−αt cosλt
0
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W .k.t, e− st f t( )

0

∞
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∴ e−αt cosλt
0

∞
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0

f (x) = 2
π

f (t)cosλt cosλx
0

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ

Cosine integral

= 2
π

f (t)cosλt
0

∞

∫ dt
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟λ=0

∞

∫ cosλx dλ

Now, f (t)cosλt
0

∞

∫ dt = e−αt cosλt
0

∞

∫ dt
W .k.t, e− st f t( )

0

∞

∫ dt = L f t( ){ }

∴ e−αt cosλt
0

∞

∫ dt = L cosλt{ } s=α
= s
s2 + λ 2

s=α

= α
α 2 + λ 2
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3) Find the Fourier sine & cosineintegral of f (x) = e−αx , x > 0
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π
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⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

λ=0

∞

∫ dλ
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f (x) = 2
π

f (t)sinλt sinλx
0

∞

∫ dt
λ=0

∞

∫ dλ
sine integral
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π
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∞
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sine integral
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π

f (t)sinλt
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⎛

⎝⎜
⎞
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0

∞
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0
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0

∞

∫ dt = L f t( ){ }
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0

∞

∫ dt = L sinλt{ } s=α
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= λ
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π
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α 2 + λ 2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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∞
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Complex form of a Fourier Integral

f (x) = 1
2π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=−∞

∞

∫ dλ
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Complex form of a Fourier Integral

f (x) = 1
2π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=−∞

∞

∫ dλ

0 = 1
2π

f (t)sinλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=−∞

∞

∫ dλ

f (x) = 1
2π

f (t) [cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ + isinλ t − x( )]dt
λ=−∞

∞

∫ dλ
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Complex form of a Fourier Integral

f (x) = 1
2π

f (t)cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=−∞

∞

∫ dλ

0 = 1
2π

f (t)sinλ t − x( )
−∞

∞

∫ dt
λ=−∞

∞

∫ dλ

f (x) = 1
2π

f (t) [cosλ t − x( )
−∞

∞

∫ + isinλ t − x( )]dt
λ=−∞

∞

∫ dλ

f (x) = 1
2π

f (t) eiλ t−x( )

−∞

∞

∫ dt
λ=−∞

∞

∫ dλ


